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Figure 1: Schéma de divers aspects de notre PSC (a) Le role du réseau de
neurones comme calculateur des coefficients d’'un état quantique. (b) le calcul

de l’évolution du systéme a des temps discrets. (c¢) la minimisation de 'écart
entre I’état simulé et ’état réel



Contents

1

Introduction 3
1.1 Contexte général . . . . . .. .. ... o 3
1.2 Travaux CONNEXeS . . . . . v v v v v v e v e e e e e e 4
1.3 Nos contributions . . . . . . . . . ... ... .. ... 4
Préliminaire 6
2.1 Représentation théorique d'un état . . . . . . .. ... ... ... 7
2.2  Machine de Boltzmann Restreinte . . . . ... .. .. ... ... 7
2.3 Application du réseau de neurones dans la simulation quantique . 8
Méthode symplectique implicite 10
3.1 Méthode du point milieu . . . . . .. ... ... ... ... .... 10
3.2 Méthode symplectique d’ordre arbitraire . . . . . . .. ... ... 11
3.3 Meéthode symplectique adaptive . . . . . . ... ... 14
3.4 Meéthode symplectique pour les hamiltoniens dépendant du temps 17
Meéthode du splitting de I’hamiltonien 20
4.1 Un nouvel ansatz: splitting de ’hamiltonien . . . . . . . .. . .. 20

4.1.1 Approximation théorique du splitting . . . ... ... .. 20

4.1.2 Porte quantique d’opérateur diagonal . . . . ... .. .. 22
4.2 Méthode adaptée aux réseaux de neurones . . . . . . . . .. ... 23
Meéthode de Monte-Carlo variationnelle 24
5.1 Echantillonnage: Metropolis-Hastings . . . . . .. .. ... ... 25
5.2 Applications . . . . . . ... 26

5.2.1 Echantillonnage d’une observable . . . . . . .. ... ... 26

5.2.2 Echantillonnage d'un gradient . . . . . . .. ... .. ... 26

5.2.3 Propagation d’'un systéme . . . . . ... ... 27

5.2.4 Variable de controle . . . . ... ... ... L. 27
5.3 Etat variationnel Monte-Carlo . . . . . . . ... ... ... .... 28
Etude sur I’architecture des RBM 29
6.1 Le pouvoir de représentation d’'une RBM pour le modéle d’Ising . 30
6.2 Lechoixdedtoptimal . . . . . .. .. ... ... ......... 30
6.3 Application : quench dynamique du modéle d’Ising . . . . . . . . 32
Conclusion 34



1 Introduction

1.1 Contexte général

La mécanique quantique est une théorie puissante qui permet théoriquement de
prédire ’évolution de tout systéme. Cela permettrait de déterminer des pro-
priétés de certaines molécules, entre autres leur stabilité ou leur comportement
dans certains milieux, ce qui a des applications potentielles dans le secteur
médical. Ou encore d’étudier des matériaux pour offrir des réponses rapides
aux candidats supraconducteurs, ou méme d’aider a construire des ordinateurs
quantiques. Cependant si la théorie fonctionne, les demandes en calcul et en
mémoire nécessaires pour appliquer naivement 1’équation de Schrédinger ne sont
pas atteignables. Pour chaque particule en plus dans le systéme étudié, la di-
mension de I'espace des états augmente expondentiellement. I n’y aurait ainsi
pas assez d’atomes dans 1'univers observable pour stocker 1’état de 100 spins
intriqués en inscrivant un bit d’information par atome. Les plus grands calcu-
lateurs modernes peinent & atteindre les 55 spins en force brute, sans technique
de simplification.

Le calcul est donc une contrainte notable aux applications de la mécanique
quantique.

Deux grandes approches

On distingue deux approches principales pour tenter de lever ce probléme au-
jourd’hui.

La premiére est celle de 'informatique quantique. Avec une architecture infor-
matique reflétant les propriétés quantiques des systémes a 1’étude, I'information
quantique doit permettre de résoudre ces problémes. Par exemple, la complexité
du probléme & n spins mentionné plus haut deviendrait linéaire, en associant en
théorie un qubit & chaque spin.

La deuxiéme approche repose sur I'idée d’approximer la représentation des états
quantiques. Au lieu d’une représentation exacte des vecteurs de ’espace de
Hilbert, un mouvement récent propose d’opter pour une représentation par
réseau de neurones d’un état quantique donné. Ces "approximateurs universels"
doivent alors permettre de réduire le probléme & une complexité polynomi-
ale. Toutefois, cette solution a l'avantage de s’appuyer sur les techniques de
I'informatique classique, qui contrairement aux ordinateurs quantiques existent

déja.

Nos travaux s’inscrivent dans ce second mouvement, utilisant les réseaux de
neurones comme approximateurs universels, afin de représenter un état quan-
tique en consommant une quantité polynomiale en le nombre de particules de
mémoire et de temps.



1.2 Travaux connexes

Etat quantique neuronal Les états quantiques de réseau neuronal (NQS
pour Neural Quantum State en anglais) sont une classe générale d’états quan-
tiques variationnels paramétrés en termes de réseau neuronal artificiel. Il a été
introduit pour la premiére fois a 1'aide de machines de Boltzmann restreintes
(RBM) [1]. Désormais, diverses architectures ont été proposées telles que le
corrélateur RBM [3], les réseaux de neurones convolutionnels [4], les réseaux de
neurones récurrents [5], etc. Les symétries du systéme peuvent également étre
implémentées dans le réseau de neurones, afin d’améliorer la performance [6].

Les applications classique des états quantiques par réseau neuronal compren-
nent la recherche de ’état fondamental d’'un Hamiltonien, la tomographie d’état
quantique [8], les simulations des circuits quantiques [9] et des systémes ouverts
[7] ou fermioniques [10], etc.

Evolution en temps réel Les NQS peuvent étre aussi utilisés pour simuler
I’évolution en temps réel de maniére variationnelle grace & une procédure con-
nue comme Monte-Carlo variationnel dépendant du temps (t-VMC) [4]. Une
autre approche, qui s’appelle Dynamique Quantique Variationnelle projective
(p-VQD) [12], cherche d’appliquer une méthode implicite en résolvant un prob-
léme d’optimisation. Cependent, des inconvénients sont trouvées pour ces deux
approches, et une amélioration de la complexité de 1’échantillon de la deux-
iémes approche est proposé dans [11], sous le nom du Monte-Carlo variationnel
dépendant du temps projective (p-tVMC), qui cherche & minisiser directement
Vinfidélité entre [¢)) et U[e).

1.3 Nos contributions

Le domaine des états quantiques neuronaux est suffisamment vaste pour of-
frir de nombreuses pistes de recherche inédites, surtout dans la dynamique de
I’évolution. Notre objectif initial était de simuler I’évolution de spins disposés
selon le modéle de Ising soumis & deux champs magnétiques. Nous utilisons les
unités naturelles pour les grandeurs telles que le temps ou la magnétisation. Cet
objectif nous a amenés & explorer plusieurs aspects fondamentaux du probléme.

L’architecture du réseau de neurones. Le cceur du probléme étant la
quantité de mémoire nécessaire pour stocker I’ensemble des coordonnées d’un
état quantique, nous avons utilisé Jax pour développer des réseaux de neurones
qui compressent ces état. L’idée derriére cette compression est de voir un réseau
de neurone comme une fonction qui prend en argument un vecteur de la base
et renvoie la coordonnée de I'état qu’il représente selon ce vecteur. Il s’agit
donc d’un outil qui recalcule les coordonnées au lieu de les stocker en mémoire.
Formellement le réseau est la donnée d’une matrice de poids W et d’un vecteur
de biais b, et les coordonnées correspondent aux produit scalaire avec les vecteurs
de la base tensorielle calculés selon ’équation suivante:



RBM pour N=5 spins et alpha=2

Vecteur de la base tensorielle N*alpha neurones _Une coordonnée de |'état
représenté par le réseau de neurone
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Figure 2: Représentation d’un réseau de neurone qui représente un état quan-
tique d’un systéme de 5 spins. Dans notre programme, T est réprésenté par 1
et | par -1. Chaque fléche représente une multiplication par un paramétre du
réseau puis une addition. La taille de la couche interne est égale au nombre
de spins fois un paramétre entier alpha. Elle n’a pas de sens physique et sert
uniquement a calculer les coordonnées de I’état quantique en utilisant une quan-
tité plus faible de mémoire que si toutes les coordonnées étaient stockées.

<:IIW}> = HCOSh Z W,;jfj + b; (1)

Nous avons évalué différentes architectures en analysant 'impact du nombre
de couches, de la taille des couches, de la fonction de perte, et des méthodes
d’initialisation des paramétres du réseau.

Le calcul des observables: 1’échantillonnage. Une fois que ’état quan-
tique est compressé, il est nécessaire de permettre le calcul d’observables sans
calculer les coordonnées dans ’ensemble des états de la base. Pour réduire
la complexité des calculs, nous avons choisi une méthode de Monte-Carlo par
Chaine de Markov en utilisant ’algorithme de Metropolis-Hastings. Cette tech-
nique nous permet d’estimer les observables & partir d’un sous-ensemble d’états.
Nous avons amélioré 'efficacité de cette méthode en utilisant des variables de
controle pour diminuer la variance des estimations.

L’équation d’évolution. Diagonaliser 'Hamiltonien étant cotiteux, nous avons
préféré des méthodes d’approximation. Initialement nous avons considéré la
méthode d’Euler qui consiste a linéariser I'opérateur d’évolution Uy, ~ I —idtH.



Ainsi, & partir d’un état 1y, il suffit de chercher un état le plus proche possible de
Uqrtbe, c’est a dire qui minimise U'infidélité Z([v4), Uae|1bs)). Suite aux traveaux
de [11], nous avons privilégié une forme généralisée qui minimise l'infidélité
Z(Vrps), Ulbg)). Cette approche nous permet d’approximer un nouvel état
[v;) = V1U|ibg). Lorsque V = I, notre méthode correspond a celle décrite

dans [11] sous le nom de t-pVMC. En choisissant V = I 4 45 et 7 = J — “LH
elle s’aligne sur la méthode du point milieu mentionnée dans [4]. Nous avons
poussé la généralisation plus loin en développant un schéma a s optimisations,
capable d’atteindre un ordre de 2s, dont les détails seront exposés dans la sec-
tion 3. Cette méthode & ordre arbitraire pourrait significativement améliorer
lefficacité lors de la simulation de systémes de grande taille. Dans nos expéri-
mentations sur le "sudden quench" du modéle d’Ising, nous avons observé une
amélioration de l'efficacité de la méthode du point milieu, multipliant par 3
a 5 fois les performances. Nous proposons également une adaptation de cette
méthode pour les Hamiltoniens dépendants du temps, surmontant ainsi les dé-
fis posés par les simulations classiques de ces systémes. Cette nouvelle version
a également été utilisée pour simuler la dynamique de "slow quench" dans le
modéle d’Ising. A notre connaissance, ces outils n’avaient jamais été utilisés ex-
plicitement dans ce contexte. Dans la pratique, nous avons réalisé nos derniére
simulations avec s = 2 ce qui correspond a approximer ’opérateur d’évolution
par:

idt
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La dynamique de I’évolution. Nous avons étudié 'influence de plusieurs
paramétres sur la vitesse des simulations. Le pas de temps, le nombre d’étapes
d’entrainement du réseau, le nombre de paramétres dans le réseau, et le nom-
bre d’échantillons dans les méthodes de Monte-Carlo ont été optimisés pour
équilibrer précision et temps d’exécution.

Nous avons également amélioré la structure de la fonction (l'ansatz) avec la
méthode du splitting de I'halmitonien : nous utilisons un nouvel ansatz qui
combine le réseau de neurones et le calcul exact. Plus précisément, nous effec-
tuons un calcul exact pour la partie diagonale de I’Hamiltonien dont on connait
déja les valeurs propres, tandis que pour la partie hors-diagonale, le réseau de
neurones performe comme précédemment.

2 Préliminaire

Nous considérons S un systéme contenant N particules de spin 1/2, H I’opérateur
hamiltonien et H ’espace hilbertien des états.



2.1 Représentation théorique d’un état

Les spins individuels dans notre systéme sont déja identifiés comme ayant deux
états propres, |1) et |[{), constituant ainsi un espace Hy de dimension 2. Cette
structure se généralise pour N particules par le produit tensoriel:

N
H= ®i:1H0
avec une base tensorielle e comprenant des vecteurs de la forme:

®£v:15ia Si € {|T>a |\L>}

Ainsi, la dimension de cet espace est 2. Pour tout état v dans #, il est
couramment représenté comme suit:

P = Z/\Ias.

rece

Pour représenter cet état numériquement, il est nécessaire de stocker un vecteur
de longueur 2VV. Cette taille croit exponentiellement avec le nombre de partic-
ules, rendant les calculs explicites sur des systémes de grande échelle pratique-
ment infeasibles. Toutefois, bien que ’espace de Hilbert des systémes quantiques
soit vaste, les états physiquement significatifs durant une évolution sont souvent
limités et peuvent étre décrits avec moins de degrés de liberté, un fait qui est
central a notre approche.

2.2 Machine de Boltzmann Restreinte

Nous présentons ici la machine de Boltzmann Restreinte (Restricted Boltzmann
Machine, ou RBM), un type de réseau neuronal spécifique. La RBM se compose
de deux couches : une couche visible qui regoit en entrée un vecteur = de taille
N, et une couche cachée de taille aN. La sortie de la machine, y, est donnée
par la formule suivante :

y=GW-z+b), WE Myxan(R), bR

ot W et b sont les paramétres de la machine qui définissent une transformation
affine, et G est une fonction d’activation non-linéaire définie & priori.

Un développement notable a été 1'utilisation d’'une RBM pour modéliser 1’état
d’un systéme quantique[l]. Dans cette application, la RBM regoit en entrée N
paramétres = (o1, -+ ,0n), chacun pouvant prendre la valeur 1 ou —1 pour
spin up ou down. La sortie est un nombre complexe qui correspond au produit
scalaire de I’état quantique avec I’état donné en entrée |01, -+ ,on). Une fois les
paramétres de la machine ajustés, I’état quantique représenté s’exprime comme
suit :
[vg) = Z exp(NNg(o1,--- ,0n))|o1 - oN).

01, ,ON



Cette méthode permet de représenter un état quantique caractérisé par 2V
paramétres avec une RBM dotée de 'ordre de N? paramétres, réduisant ainsi
la complexité de la représentation. Il reste a déterminer comment sélectionner
de maniére optimale les paramétres du réseau et a quantifier ’erreur induite.

2.3 Application du réseau de neurones dans la simulation
quantique

Approximation d’un état quantique Le premier probléme pour tester
cette approche est d’essayer d’approximer un état donné |¢) par notre ma-
chine. Pour cela, nous initialisons les paramétres de la RBM aléatoirement, et
nous voulons définir une fonction de perte dans notre probléme d’optimisation.

Nous considérons la fidélité :

£ W) 6lv)

(Wl)(¢le)
Car elle a la propriété d’étre invariante par changement de phase. Notons qu’elle
parcourt U'intervalle [0, 1] et elle atteint 1 lorsque les deux états sont égaux. Nous
choisisons donc comme la fonction de perte 'infidélité:

T = Infidelité([¢), [¢)) = 1 = F([¢),[¢))

Maintenant nous reformulons le probléme d’approximation un état comme un
probléme variationnel :

Probléme. Soit |1)g) un état variationnel représenté par une RBM et |¢) un
état cible. Approcher |1) par |g) correspond a trowver § = (W,b) tel que
Z(|), |te)) est aussi petit que possible. Nous formulons ce probléme comme

0 = argminZ(|¢), [¢3))
0

Il faut remarquer que le calcul d’infidélité est assez cotliteux si nous voulons
la valeur exacte, une approche numérique de calcul va étre introduit dans la
section 5. Dans un premier temps, nous ignorons ce type de probléme. Une fois
que la fonction de perte est définie, nous pouvons entrainer notre modéle. Dans
la plupart des cas, nous n’attendons & descendre I'infidélité a 0 car il y a moins
de paramétres dans la machine que dans I’état réel. Cependant, nous espérons
majorer borner l'erreur sous un seuil suffisamment faible pour que la simulation
reste utile.

Le role de « et assez fondamental et sera la cible principale de nos premiéres
études. il détermine la taille de la couchée cachée, donc le nombre de paramétres
dans la machine. Il modifie & la fois le pouvoir de représentation de la machine
et le colit du calcul. Notre premiére démarche était d’initialiser avec a = 1
jusqu’a ce que Verreur entre |1)) et |1)g) devienne trop importante, c’est & dire
qu’au cours de ’entrainement, notre réseau de neurone n’arrive jamais a simuler
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Figure 3: Conditions d’arrét pour une infidélité cible de 1072 (a) Cas de non-
convergence : la moyenne glissante de 'erreur est calculée toutes les 100 étapes.
Si la pente entre deux erreurs moyennes consécutives est suffisamment petite
deux fois d’affilée : |k1]|,|k2| < 0.1, un arrét anticipé est effectué. (b) Cas
de convergence : & chaque étape, si erreur lissée (moyenne glissante sur 20
périodes) est inférieure a la cible, aprés un temps de patience de 30 étape,
I’entrainement s’arréte.

fideélement 1’état réel. Dans ce cas nous l'arrétons de fagon anticipée. En pra-
tique, nous nous intéressons plutét & la moyenne de l'infidélité au cours de
I’entrainement pour éviter les oscillations. Dans le cas de convergence ot pas-
sons en dessous de 'erreur cible, un arrét anticipé peut étre effectué aprés une
patience fixée (Figure 3(b)). Dans le oul nous ne pouvons pas atteindre le cible,
nous calculons la pente de I'infidélité pour quantifier la vitesse de ’amélioration
de notre représentation. Si celle-ci devient trop basse, nous considérons que
nous avons atteint la convergence et que nous n’atteindrons jamais la cible pour
cette valeur de o (Figure 3(a)).

Le cas de non-convergence peut signifier que « n’est pas suffisamment grand
pour le probléme. Nous allons étudier ’architecture de RMB ainsi que son
pouvoir de représentation dans la section 6. Une autre application directe est
de trouver I’état fondamental d’un hamiltonien H en choisissant la fonction de

perte comme L(6) = %

Evolution en temps réel Pour le premier temps, nous utilisons la méthode
introduite dans [11] pour I'évolution en temps réel. Plus précisement, nous
considérons le probléme de trouver les paramétres d’un état variationnel |¢;) tels
qu’il se rapproche de l’état Ult)g), ot 0 sont connus et U est une transformation
arbitraire. Considérant une distance comme 'infidélité Z, cela peut étre exprimé
comme le probléme d’optimisation suivant:

Probléme. Soit [1)g) un état variationnel paramétré par une RBM qui représente
létat ent. Trouver 'état |vbo/) ent’ pour un opérateur U(t,t") donné correspond
a trouver 0" tel que Z(|wgr), Ultbg)) est aussi petit que possible. Nous formulons



ce probleme comme

0" = argminZ(|v);), Ults)) (2)
[

En particulier, nous demandons de plus que U soit une matrice creuse pour
Iefficacité de calcul dans le cas d’état variationnel Monte-Carlo, nous expli-
querons plus de détails dans la section 5. Si ’hamiltonien d’un systéme n’a que
des effets locaux, par exemple dans le modeéle d’Ising,

fI:hZa?—i—JZUfoH

Alors U(t,t+dt) :=1— idtH est un choix naturel. Nous remarquons aussi que,
dans le probléme d’optimisation de (2), nous pouvons initialiser § par 6 car a
priori, 0’ est proche de 6 si t’ est proche de t.

3 Meéthode symplectique implicite

Jusqu’a présent, nous avons discuté les capacités du réseux de neurones pour
résoudre les problémes de dynamique. Plus précisement, étant donné un état
|1g) paramétré par un réseau de neurones, nous pouvons obtenir un nouveau
état paramétré |¢;) ~ Ulyy) en minimisant U'infidélité Z(|z), Ulbg)) oit U est
une matrice creuse (dans le cas précédent, U = I — idtH ).

L’idée principal est que nous pouvons échantillonner les états [1)5) et [Utg)) en
utilisant un algorithme MCMC efficacement pour calculer leur infidélité. Une
généralisation naturelle est d’échantillonner les états V]1)z) et Ulyg) en méme
temps pour deux matrices creuses U et V. Dans ce cas, en minimisant I'infidélité
Z(V|¢g),Ulbg)), nous pouvons obtenir un état |¢z) =~ V ~U|1y).

Comme ce procédé permet d’utiliser des inversions de matrice, il ouvre la porte
aux méthodes implicites réalisées par les réseaux neurones. Il est intéressant de
noter que, pour ces réseaux, multiplier un état par une matrice ou par 'inverse
de cette matrice génére des cotits de calcul similaires qui sont principalement
attribuables aux opérations d’échantillonnage. Cela représente un avantage ma-
jeur des réseaux de neurones sur d’autres méthodes numériques.

Dans cette section, nous allons discuter les méthodes symplectique implicites
adaptées pour les réseaux neurones. Nous allons commencer par la méthode de
point milieu implicite, puis nous allons généraliser cette idée pour les méthodes
symplectiques d’ordre arbitraire. Une méthode adaptives sera aussi discutée
pour déterminer le pas de temps adaptive. Enfin, nous généralisons ces méthodes
pour les Hamiltoniens dépendants du temps.

3.1 Meéthode du point milieu

La méthode du point milieu est une méthode en une étape pour résoudre
numériquement 1’équation différentielle y'(t) = f(¢,y(t)) avec y(tg) = yo. La

10



méthode consiste a calculer y,,11 & partir de y,, en utilisant la formule suivante:

dt 1
Ynt1 = Yn +dtf <tn + 9 i(yn + yn+1)> (3)
Dans le cadre de 'équation de Schrédinger, nous avos f(t,y(t)) = —iHy(t),
donc la méthode du point milieu devient:
idtH
[Ynt1) = [n) = ——(19n) + [¥n41) (4)

et donc

) = (1+ idf) (I - ”@H) 9] o)

A partir de Péquation (5), nous pouvons formuler un algorithme pour résoudre
I’équation de Schrodinger paramétrée par un réseau de neurones. C’est une
méthode d’ordre 2 qui effectue une optimisation a chaque pas de temps.

Algorithm 1 Midpoint method

Require: |1y,), H, dt, tyax > |tbg,) is the initial paramized state
1: t <0
2: 0+ 6y
3: while t < .« do
4 0« argming Z((I + idtH /2)[1g), (I — idtH /2)[¢g)) > Optimization
5 t<t+dt

La méthode du point milieu est une méthode symplectique implicite d’ordre 2.
C’est une méthode trés simple et efficace pour résoudre la dynamique. Cepen-
dant, pour un systéme plus large, nous avons besoin d’une méthode d’ordre
plus élevé qui est donc protentiellement plus efficace. Nous allons discuter ces
méthodes dans la section suivante.

3.2 Meéthode symplectique d’ordre arbitraire

Inspiré par la méthode du point milieu, nous pouvons généraliser cette idée pour
les méthodes symplectiques d’ordre arbitraire. Nous allons discuter la méthode
U, définie par:

|wn+1> = Us|wn>7 Us = As_lBs to Al_lBl

ou A; et B; sont des matrices bien choisies. Au lieu de faire une optimisation
comme dans la méthode du point milieu, nous faisons s optimisations pour
chaque pas de temps. La réalisation par le réseau de neurones est donné dans
Algorithme 5.

11



Algorithm 2 U, method
Require: |1y,), H, dt, tmax, Ai, Bi,i=1,---,s >U, = A;'B,---AT'B;

1: 140

2: while t < t,.x do

3: for i =1 to s do

4 ei < arg mlnéz(Al|¢§>’Bl|1/}9@71>) > |¢91> ~ Ai_lBi|w9¢71>
5 t<+t+dt

S aq as as ayg

1 1/2

2] alieg) | a(1- )

3 0.2153 0.1423 — 0.1358¢ | 0.1423 + 0.1358:

41 0.0916 — 0.1157: | 0.0916 + 0.1157: | 0.1584 — 0.04744 | 0.1584 + 0.04741

Table 1: Valeurs de a; pour différentes valeurs de s

Une maniére de choisir A; et B; est
A = (1 n aﬂdtﬁ[) . B = (I + b,;z’dtH)

avec a;,b; € C t.q.
S
e—’idtH _ HAZ_le + O(dt23+l)

i=1

Nous remarquons que dans ce cas, nous avons toujours b; = —a;, U devient une
méthode symplectique d’ordre 2s. Les valeurs de a; pour s petit sont données
dans le tableau 1. Pour les cas générales, voir Corollaire 3.1 dans la section
3.4. Une expérience numérique avec les calculs exactes pour le modéle d’Ising
de N = 9 est donnée dans la figure 5. Nous voyons que la méthode U; est
généralement plus efficace et d’ordre 2s. Cependant, le colt de calcul est aussi
proportionnel & s. Nous faisons aussi une simulation avec les réseaux neurones
en utilisant RBM de différents a.. Ici nous prenous 10 spins de modéle d’Ising
dans 1d, et nous considérons toujours le quench dynamique de J = oo — 1.
Nous prenons le pas de temps dt = 0.1 et pour chaque pas de temps, nous
initialisons le réseau de neurones avec les paramétres d’état précédent, et puis
nous entrainons pour 1000« étapes avec I'optimiseur Adam. Les résultats sont
montrés dans la figure 4.

Une question naturelle est de savoir comment choisir s et dt pour un systéme
donné, particuliérement pour les systémes trés grands ol I’évaluation de ’erreur
n’est plus possible. Nous allons discuter une méthode adaptative pour déter-
miner dt dans la section suivante.
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Lo erra=4
0.10
—— erra=6
— erra=8
0.8 0.081 — erra=10
. 06 . 0.06 |
g &
0.04
041 — exact
RBMa=4
— RBMa=6 0027
021 — RBMa=8
— RBMa=10 0,004
o i 2 3 3 0 1 B 3 4 5
t t
(a) b

Figure 4: Simulation de la quench dynamique avec RBM en utilisant la méthode

Us. a) L'évolution de m, = % >°,(c¥) b) L'évolution des

erreurs.

10-2 ///
°
s o =T
i o -7 o | — fdn=10d2
o _ =77 =" | == fldt)=10dt*
-4 =T T
* e 2 ---- fidH) = 10dt5
G - - - fidt) = 10dt2
o __.-- P I _
:" 1078 1 o L - 10d
~ o . . U1 (midpoint)
10-10 4 e ® U; method
e Lo ® Us method
10712 ‘ ® Uz method
10141 @
1072 10-1
dt

Figure 5: Erreur L* en fonction de dt pour différentes valeurs de s. Ici nous

considérons le quench dynamique J =

0o — J =1 de modéle d’Ising de N = 9.

Pour tax = 1, nous tragons 'erreur L ([0, tiax]) entre la solution exacte et la
solution numérique obtenue par les méthodes Us.
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3.3 Meéthode symplectique adaptive

Une méthode adaptive est une méthode qui adapte le pas de temps dt en réaction
a Perreur estimée a chaque étape. Cette approche consiste & mesurer l'erreur &
chaque pas en utilisant soit une méthode d’un ordre supérieur, soit en réduisant
le pas de temps, puis & ajuster dt en conséquence. Plus précisement, pour les
méthodes U (dt), Uerreur locale est C'-dt?*T! o1 C est un scalaire qu’on suppose
constant dans I'intervalle [t,t + 2dt]. Dans ce cas, nous avons:

U (dt)?[0e) = [Yrs2ae) || = 2Cdt>*+T + O(dt>?)

U (2d8)[4pe) — [thr2ae) | = C(2dt)** T + O(dt**+?)

donc si nous notons Eioe = ||Us(dt)?[thy) — |t1424¢)||, nous avons
0(225+1 _ 2)dt2s+1 + O(dt2s+2) < Eloe < C(2QS+1 + 2)dt25+1 + O(dt25+2).

Nous pouvons déduire une estimation de la constante C:

Eloc 2s+1
225+1 + 2 S Cdt S 225+1 _ 2
Si une erreur tolérée tol est fixée, nous voulons que lerreur locale soit prés de
tol, donc pour le prochain pas de temps, nous changeons dt & gdt o q est donné

par
20q25+1dt25+1 ~ tOl

Nous pouvons prendre ¢ comme

(2251 — 1)tol\ 77
= ( 2E‘loc ) ’

Dans le pratique, nous ne souhaitons pas changer dt trop brusquement, donc
nous restreignons ¢ a un intervalle [¢min, ¢max|, €t nous multiplierons ¢ par un
facteur o < 1 pour étre siir d’avoir une erreur locale plus petite que tol. Nous
pouvons résumer la méthode adaptive par I’algorithme suivant.

Une expérience numérique est faite pour tester la méthode Uy : Ici nous prenons
un modéle d’Ising de N = 3 x 3 spins, et nous considérons la quench dynamique
J =00 — 1, c’est a dire que

H= E of + E o;o%, avec I les arétes du graphe,
i i,jEE

®N
et |¢hg) = (%(HH— |¢>)) . Une illustration du modele est dans la figure 6.

Ensuite, nous effectuons une méthode Us adaptive et prenons l'infidélité comme
la mesure d’erruer, les résultats sont montrés dans la figure 7.
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Algorithm 3 Adaptive Us; method

Require: |1)g), Us, dto, tmax, Z,tol > 7 is a measure of error
1: t+0
2: dt + dto
314+ 1
4: while t < t . do
5 |0} = Us(2dt)abin)
6 [vF) = Usldt)*[i1)
n BeI(|o)), [¢2)
8 g+ (tol* (225 +1) —2)/2E)"/(2s+D)
9: g < min(max(q, 0.2), 2)
10: if g>1 then > If current error is less than tol
11: t—t+2xdt
12: dt < 0.9 gx*dt
13: i) = [7) > We take |1;) to be [15)
14: 1+ 1+1
15: else > Otherwise, we update dt and repeat the process
16: dt < 0.9 gxdt

2.04

1.5

1.0 A

0.5

0.0 q

Figure 6: Illustration du modéle d’Ising 3 x 3.
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1.0 « Adaptive Us
— infidelity 0300 — Exact
00025 | — time step 0.275 0.9 4
0.250 o0s
0.0020
0.225
> o 0T
% 0.0015 O.ZGD% x
% 0175 0.6
~ 0.0010
0.150 0.5
0.0005 0.125
0.4 1
0.100
0.0000
0.3
] 2 4 10 . . . . .
t 0 2 4 8 10
t
(a) [}
«  Adaptive Us 0.0 4 «  Adaptive Us
Exact Exact
84 —0.5
-1.01
ol
-1.5 1
o] 3
n Y 504
ol
-2.5 1
24 -3.01
35
0 2 4 8 10 0 2 4 8 10
t t
© @
Figure 7: Méthode U, adaptive. a) L’évolution de dt et de l'infidélité entre

létat obtenu par U, adaptive et I’état exacte en fonction du temps. b) Mesure
de sx := % >, 07 pour I'état obtenu par U, adaptive et pour I'état exacte. c)
Mesure de scx := ), 070y, ;. d) Mesure de scz := ), 0707,
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3.4 Meéthode symplectique pour les hamiltoniens dépen-
dant du temps

La simulation classique avec les états quantiques neuronaux pour ’Halmitonien
dépendant du temps est montré difficile dans le cas général. Dans cette section,
nous allons généraliser les méthodes U, pour 'Halmitonian dépendant du temps
qui a un méme cotit du calcul, ce qui résoud le probléme de simulation pour un
systéme plus général. Les théorémes pricipaux pour les deux premiers ordres
sont donnés comme les suivants:

Théoréme 3.1 (Méthode du point milieu Uy pour 'hamiltonien dépendant du
temps). Supposons H(t) est un hamiltonien dépendant du temps, un opérateur
d’évolution d’ordre 2 est écrit comme

—1
Ut t +dt) = (1 + %idtH (t + ‘g)) <1 - %idtH <t + ?))

Théoréme 3.2 (Méthode Us pour 'Hamiltonien dépendant du temps). Sup-
posons H(t) est un hamiltonien dépendant du temps, un opérateur d’évolution
d’ordre 4 est écrit comme

U(t,t+ dt) = (I+a~ﬁ1)_1 (I+b-ﬁf) (I+c-ﬁ)_1 (I+d-ﬁ1)

avec

1
a,c:ff:i:@i, b=—a, d=—c
47 12

et

~ t+dt 3 4
= —i/t H(s)ds + %[H(t), H' ()] + %[H(t)ﬂ”(t)]

3

e (H(t) +4H (t+ Cg) + H(t +dt)> Lt [H(t), H'(t)]

12
dt*

+ Q[H(t),H”(t)] + O(dt®)

Dans la suite, nous allons donner une démonstration avec plusieurs étapes:
Lemme 3.1. Pour tout s € Ny, il existe aq,--- ,as € C t.q.

VAER, exp(A)= H(l + a1 — a\) + ﬁ()\Qs-‘rl)
=1

En particulier, pour s = 1, nous avons a; = —%, pour s = 2, nmous avons
3 .

1
ai,as = -z + ﬁl.
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Démonstration. Calcul direct dans R. Nous montrons seulement les conclusions
ici : si nous notons s, ;, les polyndémes symétriques élémentaires

Snk(X1,00 Xp) = Z Xy Xy
1<j1<--<jr<n

Alors aq,- -+ ,as sont les solutions de

S

Ss k(@l,"' 70/5) .
’—:07 :17~-~7S_
kZ:O (s+j— k) J

C’est un systéme de s équations avec s inconnus. O

Corollaire 3.1. Pour tout Q dans R™*", nous avons

S

exp(Q) = [T(1 + @)1 - as2) + (|2 **)

i=1

En particulier, si H ne dépend pas du temps, nous pouvons écrire l’opérateur
d’évolution comme exp(—iHdt), et donc

exp(—iHdt) = [ [(1—aiidtH)(1+azidtH) + O (|QY** ) = Us(dt)+ 6 (| Q> T)
i=1

Autrement dit, la méthode U dans la section 3.2 est d’ordre 2s.

Lemme 3.2 (Magnus expansion). FEtant donné la matrice de coefficients n x n
A(t), la solution du probleme de valeur initiale associé a l’équation différentielle
ordinaire linéaire de la fonction vectorielle inconnue & n dimensions Y (t)

peut étre écrire comme

Y(t) = exp(Q(t)Yo, Q1) =D Q)

k>1
ol
t
Ql(t):/ dt1 A(ty)
0
1 t t1
(1) = 3 / it / dta[A(t1), A(ts)]
0 0
Démonstration. Voir [13] pour une démonstration. O
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Lemme 3.3. Nous avons

t3 t*
= 15140, A'(0)] + o= [A(0), A"(0)] + O(t°)

Qa(1) 21

et
Qi (t) = O(t%)
pour tout k > 3. Nous en déduisons que

t4

571400, 47(0)] + O(#*)

t 3
o) = [ dn(n) + 40, 40) +

Démonstration. Calculs avec mathematica et le package NCAlgebra®. O

Enfin nous donnons la démonstration du théoréme 3.1, pour le théoréme 3.2,
c’est exactement la méme preuve.

Démonstration du théoréme 3.1. D’aprés Corollaire 3.1 and lemme 3.2, nous
avons

Ul(t,t+dt) = (I — ;Q(t)) - <1 + ;Q(t)) +O(dt?)

D’aprés lemme 3.3,
i 3 , dt 3
Qt) = | —iH(t)dh + O(*) = —idtH (t+ = | + O(dt?),
0

ce qui conduit au résultat. O

Pour les méthodes d’ordre plus haut, il suffit de refaire le processus du lemme
3.3 pour un ordre plus haut, mais le calcul est beaucoup plus compliqué. Une
expérience numérique avec une simulation de "slow quench" du modéle d’Ising
N = 3 est faite pour ces méthodes. Ici nous considérons un Halmitonian

HZt) = exp(—t) Zaf + Zofafﬂ,

N
et ’état initial |1g) = (%(HH_ |¢>))® . Nous évaluons ensuite Uerreur L ([0, tnaz])
pour t,,q.. = 1 entre les états numérique obtenus par les méthodes Uy et les états
exacts obtenus par la solution numérique (avec une précision le-10) de 'équation
de Schrodinger. Les résultats sont montrés dans la figure 8.

Thttps://github.com/NCAlgebra/NC
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1072 3

1073

10749 -

= 10-5 4 e
5
5, 1076 4
107 4 e
e ® Up method
108 4 e ® U; method
. --== fix)=dt?
0] ¢ e %) =0.1dt?
10‘*2 16*1
dt

Figure 8: Erreur L*([0, 1]) en fonction de dt pour différentes valeurs de s.

4 Méthode du splitting de ’hamiltonien

4.1 Un nouvel ansatz: splitting de ’hamiltonien

Dans le troisiéme chapitre, nous avons abordé les méthodes d’approximation
applicables aux hamiltoniens généraux. L’hamiltonien que nous examinons plus
précisément dans ce contexte s’écrit de la maniére suivante :

H:hzgf‘i‘t]zalzgj :Ha:+sz7
i i,J

L’Hamiltonien H,, est diagonal lorsqu’il est exprimé dans la base formée par
les produits tensoriels de |1) et |}). Il est évident que les opérateurs diagonaux
sont plus simples & calculer, a I'instar d’une porte quantique. Par conséquent,
notre algorithme peut étre accéléré si nous parvenons a distinguer et a traiter
séparément les effets induits par H, et H, .

4.1.1 Approximation théorique du splitting

Définissons H comme la somme de deux parties non commutatives : iH =
A+ B. L'opérateur de transition correspondant est alors exprimé par : U(¢;0) =
exp(t(A + B)). La formule suivante est toujours vérifiée :

exp (t(A + B)+ %tQ [A, B]) = exp(tA) exp(tB) + O(t?)

et immediatement nous obtenons plus précisement

Théoréme 4.1 (Verlet). Soit A, B des opérateur dans R"*™. La formule
d’ordre 2 suivante est vérifiée :
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exp(t(A + B)) = exp(?) exp(tB) exp<t;4> +O(t3).

Dans la pratique une méthode d’ordre 2 est déja utile, mais nous pouvons égale-
ment obtenir des méthodes d’ordres plus haut. En général, un intégrateur sym-
plectique se rapproche de 'opérateur d’évolution par un produit d’opérateurs
de la forme

k
exp[t(A + B)] = H exp(citA) exp(d;tB) + O(tF 1)

=1

Avec ¢;,d; a déterminer. Nous pouvons nous attendre & ce qu’'un opérateur
de k produits ait 'ordre k. Et il existe des moyens généraux pour trouver le
coefficient d’ordre supérieur, par exemple le travail de Yoshida [16]. Nous listons
ici quelques méthodes d’ordre 3 ou 4:

Théoréme 4.2. Soit A, B des opérateur dans R™*™  nous avons la formule
d’ordre 3 suivante:

exp(t(A + B)) = exp(a tA) exp(bitB) exp(astA) exp(bat B) exp(astA) + O(t*)
ou

1 1 1 1 1
a1,a3:4<1i\/§>7 a2:§, b17b2:2<1:t\/§)

Voir [17] pour une démonstration.

Théoréme 4.3 (Forest-Ruth). Soit A, B des opérateur dans R"*™. Nous avons
la formule d’ordre 4 suivante:

exp(A + B) = exp <ZA> exp(6B) exp (1;9/1) exp((1 — 20)B)

1-6 0
exp (2A) exp(6B) exp <2A)
ot =1/(2—23).
Démonstration. Voir par exemple [18] pour une démonstration. O

Il y a aussi un moyen de construire une méthode d’ordre 2n + 2 & partir d’une
méthode d’ordre 2n: soit

SZn(t) = €xXp (t(A + B) + a2n+1t2n+1 + O(t2n+3))

une méthode symétrique obtenue d’ordre 2n. On fait 'hypothése que la méthode
d’ordre 2n + 2 est de la forme

52n+2(t) :S2n(bnt)52n(Cnt)S2n(bnt)
=exp((2bn + cu)t(A+ B) + (202" + 2" ) ag, 41t + O(#2"3)).
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Alors nécessairement 2b,,+c,, = 1 et 2b2" 1 427+ = ( et nous avons la solution
1 _21/(2n+1)

bn = 5@y @ = gy

En partant de Sy(t) = exp(%) exp(tB) exp(%) une méthode symétrique qui
sépare A et B, par réccurence, nous pouvons calculer Ss,, symétrique du splitting
si nous voulons. Par exemple,

Sa(t) = exp(x1tA) exp(y1tB) exp(zatA) exp(ya2tB) exp(xstA) exp(yst B) exp(zatA),
ou

1 1—21/3 1 —21/3
2(2_21/3),1'2 =3 = 2(2_21/3)7y1 =Y3 = 2_21/3ay2 == 2_21/3

T =g =
Ce qui est exactement la formule du théoréme 4.3.

4.1.2 Porte quantique d’opérateur diagonal

Aprés la séparation de 'Halmitonian, nous pouvons traiter la partie diagonale
et hors-diagonale indépendamment. Nous extrayons la partie diagonale D =
hH., et 'écrivons sous une forme générale D = Diag(A;).ce 0ol e est la base
que nous choisissons. L’opérateur d’évolution correspondant est donc U(dt) =
exp(—idtD) = Diag(exp(—itA;))zece-

Introduisons une nouvelle matrice J comme les paramétres venant de passer la
porte diagonale, un nouvel ansatz s’écrit:

[W50) = exp(a’Jz + NNp(z))|x)

ree

et
U(dt)|e) = Z exp(—itA,;) exp(wTJx + NNy(z))|z).

xreEe

Notons 7 J'x = 2T Jx — itA,. Il suffit de connaitre A, pour la mise a jour de
la matrice J. Particuliérement, pour le modéle d’Ising qui est donné par un
graph, nous pouvons déterminer J' — J par la matrice d’adjoint de voisinage du
graph et prendre = par la notion dans I'ensemble {1, —1}" dans le calcul. Plus
précisement, si nous utilisons +1 pour les valeurs propres de qubit, nous avons

(AT)j0 = {5 H G

0 sinon
ou (j,k) € G si et seulement s'il y a des interactions entre les qubits j et k.
Dans ce cas, ’évaluation de la partie diagonale de I’'Hamitonian devient exacte,
tandis que ’évaluation de la partie hors-diagonale devient plus facile pour le
réseau neurone.

22



4.2 Méthode adaptée aux réseaux de neurones
Nous avons évoqué que pour un opérateur de la forme

k
Vi == Hexp(citA) exp(d;tB) + O(t**1)

i=1

o A est diagonale (dans le modeéle d’Ising, A = H,.). Nous pouvons éval-
uer exp(c;tA) exactement avec le nouvel ansatz. Dans le cas général, si nous
souhaitons que Vj soit une méthode adaptée au réseau de neurones, il suffit
de remplacer exp(d;tB) par une méthode d’ordre au moins k, par exemple une
méthode U, décrite dans la section précédente avec 5 > k. Sous ce principe,
nous pouvons proposer facilement une variante du théoréme 4.1 qui est adaptée

au réseau neurone :

Théoréme 4.4 (Version NN du théoréme 4.1). La méthode

1 1 \! 1 1
Vo = exp <2hzz> (I - 2h,;> (I + 2hw) exp <2hzz)

avec h,, == —idtH,,, h, := —idtH, est d’ordre 2 qui prend 1 optimisation.

Si nous répétons le méme processus pour le théoréme 4.2, nous devons rem-
placer les termes concernant exp(d;tB) par une méthode Us qui prend donc 4
optimisations en total. Cependant, nous soulignons que si certaine propriété
de symétrie est vérifiée pour la formule originale, nous pouvons rem-
placer directement les termes hors-diagonales par une approximation
d’ordre 2. Nous appellons ces méthodes comme méthode symplectique
padé. Par exemple,

Théoréme 4.5 (Version NN du théoréme 4.2). Une méthod V3 d’ordre 3 qui
prend 2 optimisations peut s’écrire comme

Vs = exp(bh..)(I —ahg) (I +ahy,) exp (;hzz) (I —chy) (I 4 chy) exp(dh..)

avec h,, == —idtH,,, h, := —idtH,, et

1 3 1 1
a,c:fiii, b=-—2¢, d= = —2d*
4 12 3 3
Démonstration. Vérification avec mathematica et le package NCAlgebra. O

Nous remarquons que V; n’est plus une méthode symplectique car les cofficients
sont complexes. Méme idée marche pour la formule de Forest-Ruth :
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Figure 9: Méthode symplectique padé.

Théoréme 4.6 (Version NN du théoréme 4.3). Une méthod V3 d’ordre 4 qui
prend 3 optimisations peut s’écrire comme

0 0 -1 0 1—-6 1- 90 -1
Vi =exp (2h22> ([ - 2hx> <I + 2hx> exp <2hz2> <I - 2hx>
126 1—¢ o6 \'/ 0 0
(I + 2h1’) exp <2h22> (I - th> (I + 2h1> exp <2hzz)

avec h,, == —idtH,,, h, := —idtH,, et 0 = 272%/3

Ces approches diminuent fortement le cott de calcul (nombre d’optimisation),
en revanche, cela conduit un grand préfacteur. Nous voyons cet effet dans le
figure 9. Ici nous considérons un modéle d’Ising de 3x 3 (méme pour U, adaptive
dans figure 7), et nous tragons 'erreur L*>°([0, 1]) avec dt.

5 Meéthode de Monte-Carlo variationnelle

Méme si nous ne gardons que O(N?) paramétres en mémoire dans @ au lieu de
stocker le vecteur |¢)) de dimension 2V, nous ne pouvons pas encore calculer

. 9s L . oN
directement linfidelité avec 6 sans exprimer le vecteur |iy) € C* | ce que
nous voulions éviter. Plus généralement, le calcul des observables requerra des
méthodes d’approximations.

Le méthode de Monte-Carlo par chaines de Markov, (ou MCMC pour Markov
chain Monte Carlo en anglais), est une méthode d’échantillonnage a partir de
distributions de probabilité. Nous allons montrer que, en exprimant la for-
mule intelligemment, nous pouvons approcher la valeur des observables par une
méthode de Monte-Carlo avec une quantité polynomiale d’échantillons.
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Dans cette partie, nous allons d’abord montrer comment ’infidélité peut étre ex-
primée avec le formalisme des probabilitées. Ensuite nous introduisons ’algorithme
de Metropolis-Hastings et les autres applications dans la physique quantique.

5.1 Echantillonnage: Metropolis-Hastings

Prenons ’exemple de calcul pour 'infidélité. Considérons e une base orthonor-
male de H. Nous avons

y L @il
fidelité(1), 19D =1 = 216y (ola)
() (z|o){Bly){y|¥)
=12 2 T el
= e (16) < (0l o) o)
“ImL 0w Wi e e

Nous retrouvons ici les termes Wéjlggw et <¢‘<‘qu|<¢;”>|¢> qui donnent des probabilités

d’oberver les états x et y. Notons les Py, et Py et réécrivons 'infidelité comme
une espérance:

Infidelité(|¢)), |¢)) = Eqnp,, y~p, [1 - §x||wi iiﬁﬁﬂ

=1-E,p, [g:ii} Eyry {m} '

Dans nos modéles, les calculs de produits scalaires entre un état neuronal v et
un état propre x s’effectuent en temps polynomial, donc nous avons ramené le
probléme au calcul d’'une espérance, que nous pouvons approximer par échan-
tillonage avec une chaine de Markov.

Théoréme 5.1. Soient (X,,), une chaine de Markov irréductible et réccurente
positive sur E un espace dénombrable et P sa matrice de transition. Supposons
m une mesure de probabilité invariante sur E. Alors pour toute fonction f
intégrable sur (E,m), nous avons presque sirement

L3 ) S Bl

Pour satisfaire les conditions précédentes, étant déja donné l'espace E = e et
m = Py, il suffit de construire la matrice de transition P en prenant P(z,y) =

min( ,%)

Nous avons mis en pratique un algorithme Metropolis-Hastings avec une marche
aléatoire de la fagon suivante:
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e Initialisation: choisir au hasard un état zo dans la base e = {0, 1}".

e Echantillonnage: pour chaque pas n € N, choisir uniformément un voisin
de I’état x,, qu’'on note y,, et calculer la probabilité d’acceptation:

p = min <1, gﬁig) = min (1’ m> .

Avec probabilité p, z,41 = yn, sinon z,41 = x,.

e Convergence: Aprés avoir généré N, échantillons, renvoyer la moyenne

de la suite (%) comme une approximation de E;p, [—gl‘iﬂ

Dans la pratique pour accélérer la convergence en loi, nous ne choisissons pas
nécessairement un voisin direct, mais attribuons une certaine probabilité au fait
de changer une coordonnée, deux coordonnées, et une probabilité faible au fait
de modifier toutes les coordonnées simultanément.

5.2 Applications

Ces outils sont suffisants pour réduire la complexité de tous calculs qui nous
intéresserons a l'ordre polynomial. Cependant, certaines grandeurs telles que la
norme de 1’état ne sont pas approximables avec cette méthode.

5.2.1 Echantillonnage d’une observable

Soit |1g) un état paramétrisé, nous cherchons a calculer son énergie comme une
fonction de 6, notée F(0) par I’échantillonnage. Nous avons

_ (3p|Holwo)
)= (Yoltbe)

_ N~ Wole)(al Holvo)
- ; (vbo|te)

— (o|a) (x|1be) (x| Ho|tbe)
_; Wol)  (z[e)

_ (al Hols)
‘E””ﬂ”el (e} ]

Ce calcul se généralise a n’importe quelle observable.

5.2.2 Echantillonnage d’un gradient

Pour estimer le gradient d’une fonction, il faut faire attention car modifier 6
change a priori les échantillons. Nous pouvons heureusement nous en sortir par
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une astuce de calcul. Soit F'(0) = Epnp,[f] = > c. P(0,2)f(0,2), nous avons

AF () = =37 P60.2)f(0,2)

rEe
_\oP of
dlog P 0]
=3 P00 T8 (6,2)(0,) + P(6,2) 5 (0,2)
xEe
~Bonr, | g (00)(0.0) + (6.0

En particulier, si F(6) est la fonction de perte dans un modéle, cette technique
permet de calculer son gradient efficacement.

5.2.3 Propagation d’un systéme

Nous pouvons désormais étudier I’évolution d’un systéme pendant une période
t. Comme nous ne pouvons pas calculer ’exponentielle de ’hamiltonien sans le
diagonaliser, nous utilisons pour le moment un développement limité. Pour dt
suffisamment petit,

(¢ + dt)) = e (1))
= (1 — idtH)[y(t)

Supposons que [)(t)) est décrit par 6; et notons U(dt) = 1 —idtH. Nous voulons
minimiser

G(0) = Infidelité(|¢g), Ul (1)) = 1 — Epup,

(z[10)

(ylb (1))

<x|w<t>>1 E, s

<y|UT|¢9>] .

Nous remarquons que dans la pratique, ’Hamiltonien du systéme ne contient
souvent que des interactions locales donc U (dt) est une matrice creuse. Le calcul
de (z|U(dt)|¥(t)) ne pose donc pas de probléme particulier.

5.2.4 Variable de contréle
La méthode Monte-Carlo s’avére efficace pour approximer une espérance, et le
théoréme de la limite centrale nous informe que 'erreur suit une distribution

normale E, ~ N(0,02/n). La dépendance en n de la variance pousse a prendre
un grand nombre d’échantillons, mais certaines méthodes telles que 'utilisation
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d’une variable de contréle permet de réduire la variance sans augmenter signi-
ficativement le temps de calcul.
Notons . R
(U (t) YU |¢bo)
(z[ve)  (ylv(®) ’

ot U est I’ opérateur d’évolution qui vérifie UUT = 1. Alors F = Ep[f] et

flz,y) =

a1 N~ (olo) aln) WD) @D [T o0
LD D o ey 7 7 R T A R TTEES
G1Ut )2 |(alOe(e) P
=2 "l @O

=1

Pour diminuer la variance, considérons f=f—u(f>=1). Alors E[f] = F
et Var(f) = Var(f) —2uCouvp(f,|f?) + p?Vare(|f|?) qui atteint son minimum
lorsque

_ Cove(f, /%)
Varp(|f?) -

Alors si prenons la limite |1)9) = U4 (t)) que nous attendons et écrivons f(z,y) =
1=y,

Cove(f, | f*) =Ee[f|fI”] — Ep[f]Ez[|f|*]
:me,y(l *Tﬁc,y):s *Zp%y — Tey ZPTZI TTy
"E,y aj7y
2
=2 prayTiy -2 <pr7y7'r,y> +0(7?),
z,y T,y

Varp(|fI*) =Ee[|fI*] - Ez[|fI*)?

= pr,y(l - T:r,y)4 - (pry(l - Ta?,y))
x,y z,y
2
=4 me’yTiy —4 (Z pm,mi,y> +0(73).
T,y zy

Alors nous pouvouns choisir y = 1/2 et calculer Ep[l — f] dans la pratique pour
avoir une mieux estimation.

5.3 Etat variationnel Monte-Carlo

Maintenant nous pouvons définir un état variationnel dans notre simulation :
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Définition. Un état variationnel Monte-Carlo est une RBM qui représente
la distribution de probabilité d’une fonction d’onde ainsi qu’un échantillonage
de cette distribution effectué par MCMC.

La combinaison du réseau de neurones et de 1’échantillonnage nous permet de
calculer la fonction de perte efficacement au cours de ’entrainement. Un en-
trainement typique peut se décrire par le procédé suivant:

1. Calculer la fonction de perte (Infidélité dans 5.1 ou Hamiltonien dans
5.2.1) et son gradient (5.2.2) grace a ’échantillonage

2. Initialiser les paremeétres de RBM
3. A chaque étape :

e Echantilloner a partir de la distribution de probabilité déter-
minée par RBM et évaluer la valeur de la perte et de son gradient

e Modifier les parameétres de RBM selon la valeur du gradient
e Vérifier la condition d’arrét

4. Aprés étre bien arrivé vers la cible, augmenter le nombre d’échantillons
pour évaluer plus précisément les grandeurs finales.

Il y a deux facteurs qui sont cruciaux dans 1’état variationnel Monte-Carlo :
le rapport o entre le nombre de neurones dans la couche cachée et dans la
couche d’entrée, qui détermine le nombre de paramétres dans RBM, et le nombre
d’échantillons. Un grand o représente une machine plus puissante qui atteint
une perte plus faible, mais qui a aussi un cott de calcul plus important. Une
taille grande d’échantillon permet d’évaluer les valeurs plus précisément donc
conduit & moins de variation et une possibilité de descendre plus la perte. Nous
étudions ces deux facteurs dans la section 6.1.

6 Etude sur ’architecture des RBM

Dans ce chapitre, nous évaluons initialement le pouvoir de représentation d’une
machine de Boltzmann restreinte appliquée au modéle d’Ising. Lin et Pollmann,
dans [2], ont exploré la capacité d’un réseau de neurones a modéliser un systéme
d’Ising quantique non intégrable. Ils ont démontré que pour maintenir une
précision quantique spécifique, le nombre de paramétres nécessaires doit croitre
de maniére exponentielle avec le temps. Nous observons une augmentation
similaire du nombre de paramétres requis pour une bonne représentation du
systéme.
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6.1 Le pouvoir de représentation d’une RBM pour le mod-
éle d’Ising

. Pour tester le pouvoir de représentation d’'une RBM, nous reprenons la série
des états obtenue par la méthode Uy qui est une simulation du modéle d’Ising de
N = 10 (Figure 4) comme notre cible. A chaque t;, un état variationnel Monte-
Carlo avec un certain « est généré aléatoirement avec une taille d’échantillon
de 1008. Il est entrainé pour approcher 1’état cible de t; pour 6,000 étapes.
Pour comparer, nous utilisons aussi un état complet paramétré par une RBM
de méme « (sans échantillonage quand calculer la perte). La Figure 10 illustre
les valeurs finales des observables. Nous observons qu’il n’y a pas de grande
différence pour différent o avec les états complets. En revanche, avec les états
Monte-Carlo, nous observons de meilleure performance pour grand «. C’est
parce qu'une RBM avec un grand « a un meilleur pouvoir de représentation
et un meilleur pouvoir de généralisation, quand ’évaluation de la perte n’est
plus exacte, elle est donc plus stable. Si nous souhaintons bien approcher un
état avec les états Monte-Carlo, une augmentation de « est nécessaire pour un
certain seuil des erreurs.

1.04
0.9 1 0.9 1

0.8 0.8

(0x)
(0x)

0.7 4 0.7 4

0.6 0.6

0.5 0.5

0:0 0:2 0.‘4 0:6 0:8 0:0 0.‘2 0.‘4 0:6 0:8
(a) {b)

Figure 10: Le pouvoir de représentation de RBM pour différents «. (a) Evolu-
tion avec les états Monte-Carlo. (b) Evolution avec les états complets.

Comme le nombre d’échantillons est aussi un facteur crucial pour la performance

de RBM, Figure 11 montre un exemple de I'impact de la taille d’échantillon.
Nous observons qu’un grand nombre d’échantillons diminue les variances d’évaluation
et donc améliore en méme temps la précision des observables. Cependant, le
cotit de calcul est proportionnel & la taille de I’échantillon.

6.2 Le choix de dt optimal

Une fois les paramétres de représentations choisis, tels que le nombre de neurones
et d’échantillons, la durée d’une simulation est proportionnelle au nombe de
calculs d’infidélité. Ce qui est proportionnel au nombre d’étape d’entrainement
pour chaque pas de temps fois le nombre d’optimisations. Nous nous sommes
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Figure 11: L’'impact de la taille de I’échantillon. La cible est un état fortement
intriqué. Nous cherchons & approcher cet état par un état variationnel Monte-
Carlo aléatoirement initialisé. Huit expériences sont faites indépendamment.
La moyenne et U'intervale de confiance & 95% sont affichés dans chaque figure.
(a) L’infidélité finale apres 2,000 étapes. (b) L’évaluation de (0,) = + >, (o%)
pour l'état final. (c) L’évaluation de (S,) = Y, (cfoit!) pour l'état final. (d)
L’évaluation de (S,) = >, (ctol!) pour l'état final.

demandé comment optimiser le choix de dt pour améliorer la précision de la
simulation avec un cotit computationnel constant. Cette comparaison a été faite
sans échantillonage pour réduire la variance des données. Ce choix a cependant
imposé une valeur de N assez faible, nous avons considéré 9 spins disposés en
3 x 3. Pour des valeurs de N plus grandes, on devrait initialement atteindre
des états plus simples car les conditions périodiques joueront un rdle moins
important et donc enléveront moins de régularité. Par conséquent un dt plus
faible permettra une meilleure approximation théorique et le nombre d’étapes
d’entrainement pourra étre plus faible également sans trop perdre en précision.
Cependant ce phénomeéne est transitoire, et asymptotiquement la nature de
I’état de changera plus. Cependant le vecteur & compresser augmentera en taille,
ce qui requiérera plus d’étape d’entrainement pour ’approximer, une quantité
proportionnelle & la racine carrée du nombre de spins. On s’attend donc a ce
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A colt T constant, effet de dt sur |'erreur de |'approximation.
N = 3*3, h=1, O<=t<=2, méthode U2 entrainé pendant T*dt/4 étapes.
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Figure 12: L’impact de dt sur la précision de la simulation en un nombre d’étapes
d’optimisation constant, pour différents cotits. On remarque que quand dt de-
vient assez grand, les courbes se rejoignent car les entrainements arrivent tous
a leur valeur asymptotique optimale. La valeur optimale de dt est ici comprise
entre 1072 et 107!

qu’asymptotiquement, les valeurs optimales de dt soient plus élevées.

6.3 Application : quench dynamique du modéle d’Ising

Dans cette section, nous appliquons la RBM ansatz pour le modéle d’Ising de
dimension 2 avec la méthode U, décrite dans le théoréme 3.2. Nous considérons
4 x 4 spins, ou la solution de la diagonale exacte n’est plus possible. Dans
cet ordre de grandeur, les états complets représentés par une RBM de o = 8
demandent presque 35GB de RAM dans un GPU, donc il est préférable d’utiliser
les états Monte-Carlo pour un calcul plus efficace. Son hamiltonien est donné

par
ﬁ:hZJf—l—JZUfJ;
i (i,5)
Un tel systéme subit une transition de phase du régime ferromagnétique au

régime paramagnétique lorsque h = 3.04438.J. Dans ce qui suit, nous définissons
le couplage constant J = 1 et h = 3.04438 [15]. Nous considérons ensuite une
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Figure 13: Simulation de quench dynamique du modeéle d’Ising. a) L’évolution
des erreurs (infidélité) entre I’état exacte et I’état neuronal. La vignette illustre
Perreur de l'observable (m). b) L’évolution de (m).

dynamique ot le champ magnétique diminue expondentiellement avec le temps,
i.e.

N 1

Sy (Jxeme) ™
H(t) =exp(—=t)h Y} o +J ) oio;, |th) = (IM+ 1)
i (4,4) V2

Nous prenons les états Monte-Carlo représentés par une RMB avec a = 8 et
1,008 d’échantillons. Pour chaque pas de temps dt = 0.02, nous entrainons le
réseau de neurones pendant 3 000 étapes sur un seul GPU, ce qui prend environ
1,2s pour chaque étape. La figure 13 illustre les résultats obtenus. Ici nous
approchons I’évolution exacte en mettant dt = 0.005 dans la méthode Us et en
utilisant l'itération résiduelle minimale généralisée (GMRES) [14] pour résoudre
Va =b. Quand N = 16 cette approche est encore possible, tandis que pour le
réseau de neurones nous pouvons aller beaucoup plus loin.
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7 Conclusion

Nous avons exploré 'application des réseaux de neurones, spécifiquement des
machines de Boltzmann restreintes, pour simuler des états quantiques dans des
systémes complexes. Nous avons montré que ces réseaux peuvent effectivement
représenter des états quantiques avec une complexité réduite par rapport aux
méthodes traditionnelles. Nous avons développé des méthodes d’évolution tem-
porelle basées sur le Monte-Carlo variationnel et des intégrateurs symplectiques,
qui améliorent la précision des simulations tout en limitant les cotits computa-
tionnels.

Nos résultats confirment le potentiel des réseaux de neurones pour la simula-
tion quantique et suggérent que la généralisations des méthodes implicites pour
I’évolution du systéme permet d’améliorer la précision de la simulation sans
subir de cofit trop important. L’ensemble de nos méthode nous a permis de
réaliser une simulation de 1’évolution de 16 spins avec des erreurs trés faibles
sur les observables.
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